NOTER TIL LINEEAR ALGEBRA-T® UGE 17
28. april 2010

[L] Opgave 6.3.18. Lad A vere en diagonaliserbar matriz med karakteristisk
polynomium p(A) = a1 A" + aa\" " + -+ + an 1. Det vil sige, at A= XDX !,
hvor D er en diagonalmatriz, hvis indgange er egenverdier i A, og X er en
invertibel matriz, hvis sgjler er egenvektorerne for A. Vis at p(D) = 0, og at
p(A) = 0. Vis at a,1 # 0 medforer, at A er invertibel med invers A=! = q(A)
for et polynomium q af grad mindre end n.

Bemcerkning. Her indsaetter vi en matrix i et polynomium ved at erstatte po-
tenserne af A med potenser af matricen, og vi erstatter konstantleddet a,y1
med a,411, sd vi alt i alt far en matrix ud. Opgaven her et specialtilfelde af
Cayley-Hamilton-saetningen, der siger, at enhver matrix er rod i sit eget karak-
teristiske polynomium; undervejs i beviset udnyttes det, at diagonalmatricer i
stort omfang er nemmere at arbejde med end generelle matricer.

Losning. Lad egenveerdierne for A vaere Ay, ..., \,. Pr. definition af det karak-
teristiske polynomium geelder sa p(\;) = 0 for alle 4. Indseettelse giver, at
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hvor der i alle ovenstaende matricer er 0’er uden for diagonalen. Bemaerk at
ngglen i ovenstaende udregningen er, at det er let at finde potenser af diagonal-
matricer; man tager blot den gnskede potens af alle indgangene. Lad os udnytte
ovenstaende til at vise, at p(A) = 0. Udregning giver, at

p(A) = alA" +- an+1I = al(XDX’l)" + -4 an+1(XX71)
— XM D" 4 o+ apa D)X = XP0(X )" =0,

Lad os til sidst antage, at a,+1 # 0 og lad os analysere problemet en smule. Vi
vil finde et ¢ s& g(A)A = I. Idet p(A) = 0, kan vi skrive

I= L (a1 A" + -+ a,A).
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Tager vi her et A uden for parentesen far vi en kandidat ¢: Seet nemlig g(A\) =
——L (g;A" "' 4+ .-+ a,). Da far vi
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Q<A)A - an1+1 (alAn_l +oeee anI)A = _an1+1 (alAn +o Tt a"A) =1
som gnsket. ]



Opgave B pa ugesedlen. Lad A € Mats 3(R) og antag, at A har en ikke-reel
egenveerdi. Gor rede for at A, betragtet som kompleks matriz, er diagonaliserbar.

Lgsning. Ifplge seetning 9.2.6 1 noterne er det nok at vise, at A har tre forskellige
egenveerdier. Vi er givet, at A € C \ R er en egenveerdi, og vi ved, at A dermed
ogsa er det. Disse to er forskellige, da \ ikke er reel. Pastanden er nu, at den
sidste egenveerdi, A3, ngdvendigvis ma veere reel og dermed forskellig fra de to
andre egenvaerdier. Det karakteristiske polynomium for A er

p(x) = (x — N)(x — N)(x — A3).

Ganger vi ud, ser vi, at konstantleddet kommer til at hedde —A\\3 = —|\|?\3,
men da A pr. antagelse var en reel matrix, er alle koefficienterne i polynomiet
reelle (da koefficienterne pr. definition er forskellige summer og produkter af
indgangene i A), men hvis —|\|?\3 er reel, ma A3 vaere reel, hvilket viser pa-
standen. Det er da heller ikke overraskende, at dette er sandt; det er velkendt
fra analyse, at ethvert reelt tredjegradspolynomium har mindst én reel rod. =



